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Incerteza e escolha

Questoes de desenvolvimento
IE1 As fungoes de utilidade HARA (hyperbolic absolute risk aversion) tém a seguinte
expressao geral
= ()
u(c) = —— c+n
) 7 \l—=7

emquey#1, 3>0e %04— n>0oun=1sevy=—oco. Estude o comportamento
do consumidor representativo, implicito naquela funcao de utilidade

1. num ambiente de certeza

2. num amiente de incerteza.

Exercicios

IE2 Suponha que os estados da natureza sao representado por um conjunto de pro-
babilidades em que 2 = R, = [0,00) e a medida de probabilidades sobre ele ¢ dada
por uma funcao de densidade uniforme

L se wel0,w], w>0
f(w)_{O se w>w

Suponha que as quantidades de consumo, x, a que um agente pode aceder é gerado
por uma variavel aleatéria
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com A > 0. O consumidor avalia as quantidades (contingentes) de consumo com uma
funcao von Neumann-Morgenstern em que a funcao de Bernoulli é do tipo

6.

i
u(z) = T v > 0.

. Verifique se a func¢ao densidade f(.) gera uma medida de probabilidades sobre

Q.

Determine a medida de probabilidades (p,), e a respectiva fungao de densidade
(fz), induzidas pela variavel aleatoria z(.) sobre o seu contradominio. Verifique
se esta distribuicao induzida é uma medida de probabilidades.

Determine o valor esperado e a variancia de .

Determine a funcao utilidade para o agente, em relagao aos planos contingentes
de consumo. Sugestao: assinale a sua dependéncia paramétrica em relacao a

(v, A\, @).

Estude a atitude em relagao ao risco do agente, estudando as fungoes de Ber-
noulli e de von-Neumann Morgenstern.

Estude a dominancia estocastica de primeira ordem da fungao vINM.

IE3 Suponha que o espago dos estados da natureza é um espago de probabilidades
com dimensao finita Q = {wy,ws, w3, w4, ws} em que as probabilidades de ocorréncia
sao P(w;) = P(ws) = 0.25, P(wy) = 0.1, P(ws) = 0.3 e P(wy) = 0.3. H& um bem
cujos consumos contingentes em relacao aos estados da natureza, ¢; = c(w;), sdo
01202:0.5, 03:1,64265:2.

1.

2.

determine a distribuicao induzida em X pelo bem contingente;
determine a esperanca matematica do consumo;

suponha que o consumidor tem uma funcao utilidade de Bernoulli do tipo u = ¢,
quais as suas caracteristicas implicitas;

suponha que o consumidor tem uma fung¢ao utilidade de Bernoulli do tipo v =
In (¢). Como a compararia com a anterior;

suponha o consumo apresent os valores c/1 = 0.5, 0/2 = 0.75, cg =1, c; =15e
c/5 = 1.75. Qual das duas distribui¢coes o consumidor preferiria, admitindo as
duas fungoes de utilidade anteriores ?
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Tempo discreto: 2 periodos

Questoes de desenvolvimento

2P1 Aborde de uma forma sucinta os seguintes temas:

1.

Estrutura, definicao e propriedades do equilibrio na teoria do equilibrio geral
tradicional, na teoria do equilibrio com mercados contingentes de Arrow-Debreu
e teoria do equilibrio em economias financeiras de Radner.

. Auséncia de oportunidades de arbitragem e preco dos estados da natureza.

Equilibrio com mercados completos e incompletos: defini¢ao, caracteristicas e
intuicao.

Funcao de utilidade von Neumann-Morgenstern, aversao ao risco, separabili-
dade aditiva e impaciéncia na teoria da preferéncia em contexto estocastico e
intertemporal.

Hipoteses de auséncia de oportunidades de arbitragem e completude dos mer-
cados financeiros: definigao e implicagoes na teoria do equilibrio geral em eco-
nomias financeiras.

. Valorizacao dos activos financeiros com auséncia de oportunidades de arbitra-

gem e em equilibrio, baseada no consumo.

Definir e discutir a existéncia de um equity premium puzzle.

Exercicios

2P2 Suponha os seguintes casos de economias financeiras , caracterizadas por um
vector de precos dos activos financeiros e de pagamentos (em coluna estdo os activos

financeiros:

[ 1.2 0.9 0.8 ]
caso 1: ¢(0)=1[1,1,0, V(1) =| 1 1.2 1.3

| 08 1.3 11|

[ 1.2 09 0.8 ]
caso 2: ¢(0)=1[1,1,1, V(1) =| 1 1.2 1.3

| 08 1.3 1.1 |

[ 1.2 0.9 0.9 ]
caso 3: ¢(0)=[1,1,0, V(1)=| 1 12 1.2

| 0.8 1.3 1.3 |
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Para cada economia:
1. Verifique se ha oportunidades de arbitragem.

2. Se houver auséncia de oportunidades de arbitragem verifique se o mercado é
completo.

3. Verifique a existéncia e unicidade de precos dos estados da natureza.

4. Demonstre que, quando hé auséncia de oportunidades de arbitragem, se verifica
a equagao de valorizacao.

5. Suponha que ha uma opcao call que pode ser exercida no momento 1, com o
preco de exercicio igual a 1. Determine o seu valor, nos casos em que héa auséncia
de oportunidades de abitragem.

2P3 Admita uma economia de troca na qual a arvore de tempo-incerteza tem
dois periodos e dois estados da natureza. Ha apenas um bem, com dotagoes exdgenas
dadas por y(0) = o, para o momento inicial, e y(1) := (y1,%2), para 0 momento
terminal. Admita que todos os agentes tém preferéncias e probabilidades subjectivas
de ocorréncia dos dois estados da natureza iguais, sobre trajectorias de consumo
c:=(c(0),¢(1)) em que ¢(1) := (¢1,¢2). Admita que as preferéncias sdo caracterizadas
por: uma funcao de utilidade intertemporalmente aditiva, com um factor de desconto
intertemporal §, por func¢oes intratemporais do tipo von-Neumann-Morgenstern, e
por fungdes de Bernoulli do tipo u(c;) = B — ¢ exp (—bc;), com b >0e B > 1.

1. Discuta as propriedades implicitas nas preferéncias atras enunciadas.

2. Admita que na economia ha uma estrutura de mercados para o bem do tipo
Arrow-Debreu, em que os pregos para as transacgoes spot sao p(0) := pgy e
os associados as transacgdes nos mercados contingentes sao p(1) := (py,pa).
Suponha que nao ha incerteza idiossincratica, ou seja, que as dotagoes sao
iguais para todos os agentes. Note que a estrutura apresentada é equivalente &
de uma economia em que s6 existe um agente representativo. Defina e determine
o equilibrio de Arrow-Debreu nesta economia. Comente os resultados obtidos.

3. Mantendo uma economia apenas com um agente representativo, suponha, agora,
que a estrutura de mercados e contratos é a de uma economia financeira. Nesta
economia hé apenas mercados spot para o bem, funcionando em cada periodo,
e ha dois mercados de acgoes. A matriz dos pagamentos antecipados é

Vo= |:U11 V21 }

V12 Va2
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em que vy; ¢ o pagamento do activo j no estado da natureza s; ¢ := (¢1,¢2) €
o vector de pregos de mercado para os activos financeiros. Suponha que nesta
economia ha nao s6 expectativas correctas mas também racionais.

(a) Admitindo qualquer valor para det(V') defina o equilibrio de Radner para
a economia.

(b) Admitindo que det(V) = 0, determine as expressdes que caracterizam o
equilibrio de Radner para a economia supondo que vy, = €V € Vg =
€Uqg, para € > 0 é dado. (Nao tente determinar o equilibrio) Comente os
resultados obtidos.

(¢) Admita que det(V') # 0 e que ha dois agentes com incerteza idiossincratica
em relagao as dotacoes futuras, de tal forma que yl > y? e ys < y2, em que
y' corresponde & dotagdo, no periodo 1 para o agente i = 1,2 no estado
da natureza s. Determine o equilibrio de Radner para esta economia e
compare-0 com o que encontrou na alinea b).

2P4 Admita uma economia de troca na qual a arvore de tempo-incerteza tem dois
periodos e dois estados da natureza. H& apenas um bem, cujas dotacoes exdgenas sao
denotadas por y(0) = yo para o momento inicial e y(1) := (y1,y2) para o0 momento
terminal. Suponha que nao hé incerteza agregada, mas hé incerteza ideossincréatica,
em relagao as dotagoes. Ha apenas dois consumidores com preferéncias simétricas e
probabilidades subjectivas de ocorréncia dos dois estados da natureza iguais, definidos
sobre trajectorias de consumo ¢ := (¢(0),¢(1)) em que ¢(1) := (¢q, ¢3). Admita que os
consumidores tém preferéncias simétricas representadas por: uma funcao de utilidade
intertemporalmente aditiva, com um factor de desconto intertemporal 9; por fungoes
intratemporais do tipo von-Neumann-Morgenstern; e por fungoes de Bernoulli do tipo
u(cj) = ac; — 2(¢;)?, coma>0eb> 0.

Admita que na economia ha uma estrutura de mercados do tipo Arrow-Debreu
para o bem, em que 0s pregos para as transacgoes spot sao p(0) := pg e os associados

as transacgoes nos mercados contingentes sao p(1) := (p1, p2).

1. Discuta as propriedades implicitas nas preferéncias atras enunciadas, e as con-
digoes que deveria impoOr sobre os seus parametros.

2. Defina, comentando, os problemas para cada consumidor.
3. Determine as fungoes procura 6ptimas. Comente os resultados obtidos.

4. Defina equilibrio de Arrow-Debreu nesta economia. Discuta a sua intuigao
econdmica.
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5. Determine os precos de equilibrio. Comente os resultados obtidos.

2P5 Admita uma economia de troca na qual a arvore de tempo-incerteza tem dois
periodos e dois estados da natureza. H& apenas um bem, cujas dotacoes exdgenas sao
denotadas por y(0) = yo para o momento inicial e y(1) := (y1,y2) para o0 momento
terminal. Suponha que nao hé incerteza agregada, mas hé incerteza ideossincrética,
em relagao as dotagoes. Ha apenas dois consumidores com preferéncias simétricas e
probabilidades subjectivas de ocorréncia dos dois estados da natureza iguais, definidos
sobre trajectorias de consumo ¢ := (¢(0),¢(1)) em que ¢(1) := (¢y, ¢3). Admita que os
consumidores tém preferéncias simétricas representadas por: uma funcao de utilidade
intertemporalmente aditiva, com um factor de desconto intertemporal 9; por fungoes
intratemporais do tipo von-Neumann-Morgenstern; e por fungoes de Bernoulli do tipo
u(cj) = ac; — 2(¢;)?, coma>0eb> 0.

A estrutura de mercados e contratos é a de uma economia financeira: ha apenas
mercados spot para os bens, funcionando em cada periodo; ha dois mercados finan-
ceiros, um mercado de ac¢oes e um de obrigagoes. As acgoes tém os pagamentos
antecipados dados por (v1,v3), com v; < 1 < vy, para os dois estados da natureza. A
obrigacao tem o valor facial de Suponha que nesta economia ha nao s6 expectativas

correctas mas também racionais.

1. Defina e determine as caracteristicas dos mercados financeiros quanto a arbi-
tragem e completude.

2. Defina, comentando, os problemas para cada condumidor.

3. Resolva o problema dos consumidor representativos. Comente os resultados
obtidos.

4. Defina o equilibrio geral (de Radner) para esta economia. Discuta a sua intui¢ao
economica.

5. Determine os pregos de equilibrio para os activos financeiros. Comente os re-
sultados obtidos.

6. Suponha que se introduzia, no momento inicial, um mercado de opcgoes call
tendo a ac¢ao como activo subjacente, com o momento de exercicio no momento
terminal e com o preco de exercicio igual a K. Quais as consequéncias deste
facto 7 Qual o seu precgo de equilibrio ?

2P6 Admita uma economia dinamica com incerteza, na qual a arvore de tempo-
incerteza tem dois periodos e dois estados da natureza. Suponha uma economia
de troca, com dotagoes exogenas dadas por y(0) = yo para o momento inicial e
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y(1) := (y1,y2) para o momento terminal, para os dois estados da natureza. Ha ape-
nas dois consumidores com incerteza ideossincratica em relagao as dotagoes e com
preferéncias simétricas e probabilidades subjectivas de ocorréncia dos dois estados
da natureza iguais, definidos sobre trajectorias de consumo ¢ := (¢(0),¢(1)) em que
c(1) := (¢1,¢2). Admita que os consumidores tém preferéncias representadas por um
funcao de utilidade intertemporalmente aditiva, com uma taxa de desconto inter-
temporal J, e intratemporalmente do tipo von-Neumann-Morgenstern. A funcao de
Bernoulli é u(c;) = In(c;). Admita uma estrutura de mercados do tipo Arrow-Debreu,
em que os pregos para as transacgoes spot sao p(0) := py e os associados as transac-
¢oes forward, para os dois estados da natureza, sao p(1) := (p1,p2). (Nota: Justifique
sucintamente as suas respostas.)

1. Discuta as propriedades implicitas nas preferéncias atras enunciadas. Cons-
trua, comentando, a restricdo or¢amental de cada consumidor. Formule o(s)
problema(s) do(s) consumidore(s).

2. Determine as fungoes procura 6ptimas. Comente os resultados obtidos.

3. Suponha que nao ha incerteza ideossincratica e que as dotagoes agregadas sao
constantes ao longo do tempo e dos estados da natureza. Defina equilibrio de
Arrow-Debreu. Determine-o analiticamente.

4. Comente os resultados obtidos, assumindo que y' = (0.5,1,0) e > = (0.5,0, 1).

2P7 Admita uma economia dinamica com incerteza, na qual a arvore de tempo-
incerteza tem dois periodos e dois estados da natureza. Suponha uma economia
de troca, com dotagoes exogenas dadas por y(0) = yp para o momento inicial e
y(1) := (y1,y2) para o momento terminal, para os dois estados da natureza. Ha ape-
nas dois consumidores com incerteza ideossincratica em relagao as dotagoes e com
preferéncias simétricas e probabilidades subjectivas de ocorréncia dos dois estados
da natureza iguais, definidos sobre trajectorias de consumo ¢ := (¢(0),¢(1)) em que
c(1) := (¢1, ¢2). Admita que os consumidores tém preferéncias representadas por um
funcao de utilidade intertemporalmente aditiva, com uma taxa de desconto inter-
temporal 9, e intratemporalmente do tipo von-Neumann-Morgenstern. A funcao de
Bernoulli é u(c;) = In(c;).

Suponha a seguinte estrutura de contratos: ha apenas mercados spot para os bens,
funcionando em cada periodo; h& dois mercados financeiros, um mercado de acgoes e
um de derivados. As acgoes tém os pagamentos antecipados dados por (vq, 1), para os
dois estados da natureza. O mercado de derivados consiste num mercado de opcgoes
europeias call, sobre aquelas acgoes, com preco de exercicio dado por vy. Admita
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que 1 > vy > v1. Suponha que nesta economia ha nao s6 expectativas correctas mas
também racionais. (Nota: Justifique sucintamente as suas respostas. )

1. Construa a matriz dos pagamentos antecipados para o momento terminal. Cons-
trua e comente a restrigdo orgamental de cada consumidor. Formule o(s) pro-
blema(s) do(s) consumidore(s).

2. Determine as caracteristicas dos mercados financeiros quanto a arbitragem e
completude.

3. Resolva o problema do consumidor representativo, na presente economia finan-
ceira, apos ter considerado as consequéncias da alinea anterior.

4. Suponha que nao hé incerteza ideossincratica e que as dotacoes agregadas sao
constantes ao longo do tempo e dos estados da natureza. Defina equilibrio (de
Radner) na economia com mercados financeiros. Determine-o analiticamente.
Comente os resultados obtidos.

5. Suponha que se introduzia um mercado de obriga¢oes com pagamentos terminais
(1,1). Quais as consequéncias deste facto ? Qual o seu prego de equilibrio 7

2P8 Admita uma economia dinidmica com incerteza, na qual a arvore de tempo-
incerteza tem dois periodos e dois estados da natureza. Suponha uma economia de
troca, com dotagoes agregadas exégenas. Nesta economia ha apenas dois consumi-
dores (indexados por 7 = 1,2). Ambos os consumidores tém fungoes de utilidade
intertemporalmente aditivas, com factores de desconto intertemporal 37 := T +15j dife-
rentes, em que ¢’ é a taxa de preferéncia pelo tempo para j. No entanto, ha simetria
das preferéncias intratemporais: as fungoes de Bernoulli sao u(c?) = In(¢?) e as pro-
babilidades subjectivas associadas as dois estados da natureza sao comuns. Admita

uma estrutura de mercados contingentes do tipo Arrow-Debreu.

1. Defina o equilibrio geral de Arrow-Debreu no contexto desta economia. Determine-
o analiticamente. Caracterize-o quanto & sua existéncia e unicidade.

2. Suponha que os agentes sao também simétricos em relagao aos seus factores de
desconto intertemporal. Determine o equilibrio Arrow-Debreu neste caso.

3. Comente os resultados obtidos nas duas alineas anteriores, nomeadamente em
relacao a sua dependéncia em relacao a simetria das impaciéncias e as hipoteses
sobre os processos seguidos pelas dotagoes (individuais e agregadas).

2P9 Admita uma economia dinamica com incerteza, na qual a arvore de tempo-
incerteza tem dois periodos e dois estados da natureza. Suponha uma economia de
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troca, com dotagoes agregadas exégenas. Nesta economia ha apenas dois consumi-
dores (indexados por j = 1,2). Ambos os consumidores tém fungdes de utilidade
intertemporalmente aditivas, com factores de desconto intertemporal 3/ := T +15j dife-
rentes, em que 8’ é a taxa de preferéncia pelo tempo para j. No entanto, ha simetria
das preferéncias intratemporais: as fungoes de Bernoulli sao u(c?) = In(c’) e as pro-
babilidades subjectivas associadas as dois estados da natureza sao comuns.

A economia tem a seguinte estrutura de contratos: ha apenas mercados spot para
os bens, funcionando em cada periodo; h& dois mercados financeiros, um mercado de
acgoes e um de obrigagoes. As acgoes tém os pagamentos antecipados (v, vq), com
vy > 1, para os dois estados da natureza. A obrigacao é de cupao zero e tem o prazo
de maturidade de um periodo, pagando 1 em ambos os estados da natureza. Suponha
que nesta economia ha nao s6 expectativas correctas mas também racionais.

1. Defina e caracterize analiticamente (nao o determine) o equilibrio geral de Rad-
ner nesta economia. Faca um comentéario breve sobre a intui¢ao econémica dos
resultados que obteve.

2. Admita que os agentes sao simétricos em relacao aos seus factores de desconto
e as probabilidades subjectivas associadas aos dois estados da natureza. Deter-
mine o equilibrio geral de Radner da economia.

3. Discuta o comportamento da taxa de juro para diferentes hipoteses sobre os
processos seguidos pelas dotagoes.

4. Suponha que em vez da accao h&d uma segunda obrigacao também de cupao
zero e de maturidade igual a 1 periodo, mas com o valor facial de 1.5. Para
simplificar, admita que: as dotagoes sao y' = (1/2,1,0) e y*> = (1/2,0,1) para
os agentes 1 e 2, respectivamente; os agentes sao simétricos em relacgao as prefe-
réncias e em relagao as probabilidades subjectivas e que 7 = 1/4. Determine o
equilibrio desta economia e caracterize-o quanto a existéncia e unicidade. Faca
um comentario breve sobre a intuicao econémica dos resultados que obteve.

2P10 Suponha uma economia financeira com a matriz de pagamentos dada por

V=WV(0),vapt=105 1
v 1
em que n = ﬁ com r > 0 e v pode assumir qualquer valor (real). (Justifique e

fornega uma intui¢ao para todos os resultados que obtiver)

1. Em que condigoes teremos auséncia de oportunidades de arbitragem.
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2. Em que condigoes os mercados serao completos.

3. Determine, impondo condigoes para que tal seja possivel, os pregos dos estados
da natureza.

4. Determine, impondo condi¢oes para que tal seja possivel, os valores admissi-
veis para os precos de mercado dos activos contigentes de tipo Arrow-Debreu.
Descreva a estratégia de transacgoes implicita.

2P11 Suponha uma economia financeira com dois periodos e S estados da na-
tureza e em que ha K activos financeiros. Suponha que um consumidor que tem
um problema standard: o consumidor determina uma sequéncia 6ptima de consumo
c={c(t) : t =0,1} e uma estratégia de transacgoes ¢ tal que maximiza uma funcao
utilidade intertemporal aditiva em que a utilidade instantanea é de tipo von-Neumann
Morgenstern, em que a funcao de utilidade de Bernoulli logaritmica e tem uma dota-
¢ao exogena dada por y = {y(t) : t = 0,1}. Todos varidveis sdo processos estocasticos
adaptados.

1. Suponha que o agente tem uma dotacao inicial dada por uma carteira de titulos
representada por #(0). Quais as estratégias 6ptimas de consumo e de transacgoes
de titulos 7 Interprete os resultados que obteve.

2. Suponha que nao ha uma dotacao inicial. Mas suponha que ha um mercado
spot para os titulos a funcionar em ¢ = 1 e que o agente pretende legar uma
carteira 0(2). Quais as estartégias 6ptimas de consumo e de transacgoes de
titulos 7 Interprete os resultados que obteve.

2P12 Suponha uma economia financeira com dois periodos e 2 estados da natu-
reza e em que ha K = 2 activos financeiros. Suponha que o consumidor representativo
tem um problema standard: o consumidor determina uma sequéncia 6ptima de con-
sumo ¢ = {c(t) : t = 0,1} e uma estratégia de transacgoes 0 tal que maximiza uma
funcao utilidade intertemporal aditiva em que a utilidade instantanea é de tipo von-
Neumann Morgenstern, em que a funcao de utilidade de Bernoulli logaritmica e tem
uma dotagao exogena dada por y = {y(t) : t = 0,1}. Todos variaveis sdo processos
estocasticos adaptados. Suponha que o agente nao pode ter posicoes a descoberto no
titulo 1.

1. Especifique o seu problema. Justifique.

2. Quais as estratégias 6ptimas de consumo e de transacgoes de titulos 7 Interprete
os resultados que obteve.

3. Compare os seus resultados com o caso em que se podem tomar posigoes a
descoberto em qualquer titulo.
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4. Discuta as consequéncias para o equilibrio geral desta economia.

2P13 Suponha uma economia financeira em que a arvore de tempo-incerteza tem
dois periodos e dois estados da natureza, em que ha auséncia de oportunidades de
arbitragem, nao ha incerteza ideossincratica e os agentes sao homogéneos (i.e., sdo
simétricos em relagdo ao comportamento, informagao e dotagoes). Estes tém uma
funcao de utilidade logaritmica e a sua taxa de preferéncia pelo tempo é de 3%. O
processo para as dotagoes ¢ y = (y(0),y(1))T = (1,0.9,1.1)7 e a matriz dos paga-
mentos liquidos para os dois activos financeiros existentes, antecipada perfeitamente,
é . .
1.02

V=108 1

1.2 1

1. Determine o indice de Sharpe para o activo com risco.

2. Verifique se a volatilidade da taxa marginal de substituicao obedece aos limites
de Hansen-Jagannathan.

Tempo discreto: T periodos

Questoes de desenvolvimento

TP1 Aborde sucintamente os seguintes temas:

1. Filtragem, processo estocéstico adaptado a uma filtragem. Dé um exemplo
simples de uma filtragem e de dois processos estocésticos, um deles adptado e
outro nao adptado.

2. Uma sequéncia de valores esperados condicionados em relagao a uma filtragem
definem um processo estocastico.

3. Auséncia de oportunidades de arbitragem e existéncia de um deflactor para os
precos dos estados.

4. Existéncia de uma medida martingala equivalente quando se verifica auséncia
de oportunidades de arbitragem. Significado da medida e comparacao com a
medida de probabilidade primitiva.

5. Valorizagao de um activo financeiro na auséncia de oportunidades de arbitragem
e valorizagao em equilibrio (suponha que os agentes sao homogéneos).

6. A possibilidade de transaccionar varias vezes um numero relativamente limitado
de titulos completa o mercado.
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Exercicios

TP2 Suponha que a estrutura de informagao é dada pelo espago (Q, F, P,F) em
que Q = {wi,w,wz,ws} e a F = {F,t = 0,1,2} em que Fy = {0,Q}, 7 =
{0, {wr, wa }, {ws, wat} e Fo = {0, Q, {w1, wa}, {ws,wa}, {wi}, {wa}, {ws}, {wa}}. Para
um processo X (t) adaptado em relagao a filtragem, temos as probabilidades: P(X (1, {w1,ws})) =
0.6 P(X(1,{ws,ws})) = 0.4, PIX(2,w = wy) | X(1,{wr,w2})] = 0.6, P[X(2,w =
wa) | X(1,{wr,we})] = 0.4, PIX(2,w = w3) | X(1,{ws,ws})] = 0.6 ¢ P[X(2,w =
wa) | X(1,{ws,ws})] = 0.4. Suponha que num mercado financeiro ha dois activos,
j = 1,2, em que os pagamentos sao denotados por V() e os precos por ¢/(t), em
relacao ao fim do periodo t = 0, 1, 2. Admite-se que no momento terminal nao ha tran-
sagoes. Verificam-se os seguintes valores: para os pagamentos V(1) = {0.05, —0.05},
V2(1) = {~0.1,0.1}, V1(2) = {0.2,0,0,0.1} e V%(2) = {0,0.05,0.15,0} e para os
pregos de mercado ¢'(0) = ¢*(0) = 1, ¢*(1) = {1.05,0.95} e ¢*(1) = {0.9,1.1} Estes
processos sao adaptados em relacao a filtragem IF.

1. Caracterize o mercado quanto a existéncia de oportunidades de arbitragem.
2. Caracterize o mercado quanto & completude.
3. Determine o deflactor dos pregos dos estados.

4. Suponha que em cada periodo h& uma obrigacao de curto prazo de cupao zero
(i.e., que é emitida num periodo e tem um pagamento igual a 1 no periodo
subsequente). Observam-se as taxas de rendimento r7(0) = 0.1 e (1) = 0.15.
Determine a medida martingala equivalente. Forneca uma intuicao para os
resultados que obteve.

5. Suponha que nao se podem efectuar transaccoes no periodo t = 1. Caracterize
o mercado quanto a completude, comparando com os resultados que obteve na
alinea b). Fornec¢a uma intuigao.

TP3 Suponha que a informag¢ao numa economia financeira é dada por uma arvore
de tempo-incerteza com 3 periodos T = {0, 1,2} e em que hé dois ramos a partir de
cada n6 {u,d}. Na economia existem dois activos financeiros, uma obrigagao e uma
accao. Em qualquer né ndo terminal, a probabilidade de subida é de 70% e a de
descida é de 30%. Os pagamentos de rendimentos sao apenas feitos no né terminal.
A obrigacao tem um valor facial igual a 1 e a acgao tem os pagamentos antecipados
dados por V(2) = {V(uu),V(ud),V(du),V(dd)} = {25,15,15,9}. Admite-se que a
taxa de juro de curto prazo para a obrigacao é constante e igual a 10% e que o processo
estocéstico para o prego da ac¢do ¢ dado por S(0) = 16, S(1) = {S(u),S(d)} =
{20, 12}.
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1. Determine o processo para o deflactor dos precos dos estados.
2. Determine a medida martingala equivalente.

3. Determine a derivada de Radon-Nykodim e a densidade associada a relacao
entre os precos dos estados da natureza e a medida martingala equivalente.

4. Suponha que se tem um activo contingente Arrow-Debreu que dd uma unidade
monetaria se ocorrer o estado uu da natureza em t = 2 e zero nos restantes
momentos e estados da natureza. Determine uma estratégia de transacgoes
replicante, com a acgao e a obrigacao. Qual o processo para o custo desta
estratégia replicante. Comente os resultados obtidos.

5. Suponha que se tem uma opgao call, que pode ser exercida no momento ¢ = 2
com o preco de exercicio igual a 10. Determine uma estratégia de transacgoes
replicante, com a accao e a obrigacao. Qual o processo para o custo desta
estratégia replicante. Comente os resultados obtidos.

TP4 Suponha que a informac¢ao numa economia financeira é dada por uma arvore
de tempo-incerteza com 3 periodos T = {0,1,2}. A arvore tem dois ramos a partir
de cada n6 {u,d}, com probabilidades condicionadas de, respectivamente, 60% e
40%, constantes em relacao ao tempo. Suponha que na economia os agentes sao
homogéneos e que os mercados estao em equilibrio e que ha auséncia de oportunidades
de arbitragem nos mercados financeiros. Cada agente recebe dotacoes, com o processo
adaptado y(0) =6, y(1) = {8,5}, y(2) = {10,6,6,4}. Os agentes tém uma fungao de
utilidade intertemporal de tipo von-Neumann Morgenstern, tém uma taxa de desconto
intertemporal de 5% e tém fungoes de utilidade de Bernoulli do tipo u(c(t,w)) =
In (¢(t,w). Os agentes detém uma acgao até ao ultimo periodo, e admite-se que tém
o processo (adaptado) antecipado para os divdendos dado por V(1) = {1,0.5} e
V(2)={2,1.4,14,1}.

1. determine o processo para a densidade dos pregos (price kernel)
2. determine o processo de precos de equilibrio para a ac¢ao considerada
3. comente os célculos que fez e os resultados que obteve.

TP5 Suponha que a informac¢ao numa economia financeira é dada por uma arvore
de tempo-incerteza com 3 periodos T = {0, 1,2} e em que ha dois ramos a partir de
cada n6 {u,d}. Na economia existem dois activos financeiros, uma obrigagao e uma
accao. Em qualquer né nao terminal, a probabilidade de subida é de 60% e a de
descida é de 40%. Os pagamentos de rendimentos sao apenas feitos no n6 terminal.
A obrigacao tem um valor facial igual a 1 e a ac¢ao tem os pagamentos antecipados
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dados por V(2) = {V(uu),V (ud), V(du),V(dd)} = {20,14,14,8}. Admite-se que a

taxa de juro de curto prazo para a obrigacao ¢ constante e igual a 8% e que o processo

estocéstico para o preco da acgao é dado por S(0) =8, S(1) = {S(u), S(d)} = {10,6}.
1. Determine o processo para o deflactor dos precgos dos estados.

2. Determine a medida martingala equivalente.

3. Comente os resultados obtidos.

TP6 Suponha uma economia com multiperiodos com incerteza e em tempo dis-
creto, em que T = {0,1,...,T} e com o espago de probabilidades (£2; F, P,F) em que
dim(€2) = S. Suponha que ha N acgdes, i = 1,..., N em que os seus pagamentos
(dividendos) e as suas cotagoes, no momento t, sao denotados, respectivamente, por
D;(t) e S;(t) e, M obrigacoes de cupao zero, em que o prego, em ¢ da obrigacao que
matura em t + j é B;(t) (note que By(t) = 1). O problema do agente representativo

consiste em maximizar a fungio de utilidade intertemporal Fy |>,_, ﬁtu(c(t))] em
que 0 < < 1, sujeita a restricao ZJML 2(t +1)B;(t) + SN0t D)gi(t) + elt) =

e(t )-I—ZM ! 09(t) B;(t) + +3N 6Nt )(qi(t)%—Di( )) em que e(t) representa uma dotagao
exogena. Todos os processos sao adaptados em relacao a filtragem I, com a excepcgao
de 0° e ! sao que sdo processos previsiveis.

1. Determine as condigoes de arbitragem, de primeira ordem, para os investimentos
em acgoes e obrigacoes.

2. Seja Ri(t+1) = (DD o taxa de rendimento para a acg¢ao ¢ e observe

i (t)
5 éz(é;rl) = B = Rl( ). Determine o excesso de rendimento para a acc¢ao

()
i, i.e., By R;(t+ 1)] Ry (t). Fornega uma intuigao econémica.

que

TP7 Suponha uma economia com multiperiodos com incerteza e em tempo dis-
creto, em que T = {0, 1,2} em que dim(2) = 4 e F; tem como partigdo mais fina
{{w1, w2}, {ws,ws}}. Suponha uma economia em que existem contratos e mercados
financeiros. Determine em que condi¢oes nao existem oportunidades de arbitragem e
ha completude com as seguintes estruturas institucionais:

1. os mercados funcionam em todas as datas e os pagamentos sao apenas feitos
nas datas seguintes;

2. os mercados funcionam apenas em t = 0, h& activos que pagam em t = 1 e
outros que pagam em t = 2;

3. os mercados funcionam em ¢ = 0 e t = 1. No primeiro caso ha activos que
pagam em todos os periodos subsequentes.
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Tempo continuo

Questoes de desenvolvimento
TC1 Aborde sucintamente os seguintes temas:
1. Movimento Browniano. Defini¢ao e propriedades.

2. Integral de Itd. Definigao e propriedades. Explique sucintamente porque razao
o integral fst f(t)dBy(w) nao é um integral classico (ou de Riemann).

3. Relacao entre integral de Ito e integral estocéstico.

4. Apresente o lema de It6. Discuta a sua utilidade para a analise financeira em
tempo continuo.

5. Apresente e discuta a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman.

6. Existéncia de uma medida martingala equivalente quando se verifica auséncia
de oportunidades de arbitragem. Significado da medida e compara¢ao com a
medida de probabilidade primitiva.

7. Explique o processo de determinagao de medidas martingalas equivalentes e a
sua utilidade para a valorizagao de activos financeiros.

Exercicios

TC2 Suponha, que tem um activo sem risco e uma accao que paga dividendos.
Admita que os processos para o valor da obrigacao, para o pre¢o da accao e para os
dividendos sao

do(t) = rB(t)dt
dS(t) = uS(t)dt +oS(t)dB,
dD(t) = ddt

em que r, i, 0, 0 € 04 sao constantes nao negativas. Observe que o valor actualizado
em ¢ do valor de uma acgdoem T > t ¢ exp { — (T — t)T}ST—l—ftT exp{—(T — t)r}dD(t).

1. Exprima o valor da acgao em t usando uma medida martingala equivalente;
2. Determine a processo para o risco de mercado usando o teorema de Girsanov;

3. Admita que tem uma opcao call com data de exercicio T > t. Determine a
equagao de valorizagao analoga a equagao de Black-Scholes.
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TC3 Suponha, que tem um activo sem risco e uma ac¢ao que nao paga dividendos.
Admita que os processos para o valor da obrigagao e para o preco da acg¢ao sao

dpt) = rp(t)dt
dS(t) = (a+bS(t))dt + odB,

em que r, a, b e 0, sao constantes nao negativas.
1. Exprima o valor da acgao em t usando uma medida martingala equivalente;
2. Determine a processo para o risco de mercado usando o teorema de Girsanov;

3. Admita que tem uma opgao call com data de exercicio T" > t. Determine a
equacao de valorizagao anéloga & equacao de Black-Scholes.



